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1. Introduction
Soit K un corps de caractéristique positive. On note par K[X] l’anneau des polynômes
sur K et K((X−1)) l’ensemble des séries formelles. Un élément f ∈ K((X−1)) est de la
forme
f =
∑
nn0
fnX
−n
où les fn ∈ K et n0 ∈ Z. On appelle partie entière de f qu’on note par [f ] sa partie
polynomiale et {f } = f − [f ]. Si fn0 = 0, alors degf = n0, on définit ainsi une valeur
absolue non-archimédienne par : |f | = q−degf (où q = cardK si K est fini sinon q est
quelconque q > 1), alors |P/Q| = qdegP−degQ pour P et Q ∈ K[X]. Nous rappelons que
le développement en fraction continue d’une série formelle non rationnelle f ∈ K((X−1))
s’écrit
f = a1 + 1
a2 + 1a3+···
= [a1;a2, a3, . . .]
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appelée suite des quotients partiels de la fraction continue de la série formelle f . Il est
à noter que si la suite (ai)i1 est périodique alors la série formelle f est quadratique. On
définit les suites de polynômes (Pn)n1 et (Qn)n1 par P−1 = 0, P0 = 1 et Pn = anPn−1 +
Pn−2, pour tout n 1, et Q−1 = 1, Q0 = 0 et Qn = anQn−1 +Qn−2, pour tout n 1. On
appelle alors le n-ième convergent de f , la fraction Pn/Qn. Il est à noter aussi que la suite
(Pn/Qn)n1 est la meilleure approximation rationnelle de f , en d’autres termes
Q1 = 1 et |Qn| < |Qn+1|,
|Qn+1f − Pn+1| < |Qnf − Pn| < 1,
|Qnf − Pn| < |Qf − P |, pour |Qn| < |Q| < |Qn+1| et P ∈ K[X].
Il est clair alors que si Pn/Qn est le n-ième convergent de f alors Pn/Qn = [a1, . . . , an]
et |Qnf − Pn| |Qf − P |, pour |Q| < |Qn| et P ∈ K[X].
Pour plus d’informations sur la théorie des fractions continues sur le corps des séries
formelles voir [1,3,4,6].
On désigne par H(f ) la hauteur d’un élément algébrique f (i.e., si f est racine du po-
lynôme irréductible AdY d + Ad−1Y d−1 + · · · + A0 ∈ K[X][Y ], H(f ) = max0id |Ai |).
Dans le cas réel Maillet [7] et Baker [2] ont étudié les nombres réel x = [a0;a1, . . .] véri-
fiant la propriété (∗) : an = an+1 = · · · = an+λ(n)−1 pour une infinité d’entier n où λ(n) est
une suite d’entiers vérifiant certains critères de croissance. La preuve de ce résultat repose
sur le théorème de Davenport et Roth [5]. Un peu plus tard, nous améliorons ces critères
dans [8], tout en utilisant un théorème de Schmidt [9], qui stipule que si un nombre irration-
nel positif est trop bien approché par les nombres quadratiques, alors il est soit quadratique
soit transcendant. Plus précisément, notons H(x) la hauteur d’un nombre quadratique x : si
x est racine de l’équation ax2 + bx + c = 0, où ax2 + bx + c est un polynôme irréductible
à coefficients entiers, et pgcd(|a|, |b|, |c|) = 1, alors H(x) = max(|a|, |b|, |c|). Schmidt a
montré dans [10, Théorème 7H], que si y est un nombre réel et s’il existe un nombre réel
B > 3, et une infinité de nombres quadratiques irrationnels xk tels que |y−xk| < H(xk)−B ,
alors y est transcendant.
L’objectif de ce travail est de donner un résultat analogue à celui de Baker [2] dans le cas
des séries formelles. Les théorèmes de Davenport et Roth [5] et celui de Schmidt [9] sont
faux en général dans le corps des séries formelles. Il est clair alors que les méthodes utili-
sées dans [2] et [8] ne permettent pas d’étudier les séries formelles dont le développement
en fraction continue vérifie la propriété (∗).
2. Énoncés
Théorème 1. Considérons le développement en fraction continue non ultimement pério-
dique
f = [
n1︷ ︸︸ ︷
a1, . . . , a1,
n2︷ ︸︸ ︷
a2, . . . , a2,
n3︷ ︸︸ ︷
a3, . . . , a3, . . .],
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quotients partiels du bloc ai . Si
sup
i
min
(
ni,
niri∑i−1
j=1 nj rj
)
= +∞,
alors f est transcendante.
Corollaire 1. Considérons le développement en fraction continue non ultimement pério-
dique
f = [
n1︷ ︸︸ ︷
a1, . . . , a1,
n2︷ ︸︸ ︷
a2, . . . , a2,
n3︷ ︸︸ ︷
a3, . . . , a3, . . .].
Soit ri la somme des degré de quotients partiels du bloc ai . Si
lim+∞
niri
ni−1ri−1
= lim supni = +∞,
alors f est transcendante.
Théorème 2. Soit f une série formelle non-périodique. Notons par f = [a1, a2, . . . ,
an, . . .] son développement en fraction continue. Supposons qu’il existe une infinité d’en-
tiers k tels que la suite (an)n1 commence par UU . . .U︸ ︷︷ ︸
k fois
, où U est un bloc de quotients
partiels consécutifs. Alors la série formelle f est transcendante.
Exemple. Soit a, b deux polynômes distincts non-constants de K[X]. Soit (Un)n0 la suite
des blocs définie de la manière suivante :
U0 = b et Un = Un−1, a,Un−1, a, . . . ,Un−1, a︸ ︷︷ ︸
n fois
.
Soit f = lim[Un], alors d’après le théorème 2, la série formelle
f = [b, a, a, b, a, a, a, b, a, a, b, a, a, a, b, a, a, b, a, a, a, a, b, a, a, b, a, a, a, b, a, a, . . .]
est transcendante.
Théorème 3. Soit f une série formelle admettant un développement en fraction continue
infinie de la forme f = [a, . . . , a, b, . . .], commençant par la répétition n fois d’un bloc de
quotients partiels a, mais différente de h = [a, . . . , a, a, . . .]. Si f est algébrique de degré
d et de hauteur H et r(a) est la somme des degré de quotients partiels du bloc a, on a :
2nr(a) < 2 logq H − (d − 1)degf + (2d − 1)r(a).
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riodique h commence par la période [a] = [a1, . . . , at ], et est donc racine du polynôme :
Qth
2 + (Qt−1 − Pt )h − Pt−1 = 0.
Lemme 1. Si f est algébrique de degré d > 1, et si |f | 1, f = α + 1/g, avec α ∈ K[X]
et |g| > 1, alors g est algébrique de degré d , et H(g)H(f )|f |d−2.
Preuve. On a |α| 1, donc |f | = |α|. Si Adf d + · · · + A0 = 0, écrivant
gd
(
Ad(α + 1/g)d + · · · + A0
)= 0
on obtient
Bdg
d + · · · + B0 = 0
où
Bd−k =
d∑
j=k
(
j
k
)
Ajα
j−k.
La majoration est donc claire pour les Bd−k , avec k  2. Mais Bd−1  max(|Ad ||α|d−1,
H(f )|f |d−2). Or puisque Adf d +· · ·+A0 = 0, on a |Adf d | = |Ad−1f d−1 +· · ·+A0|
H(f )|f |d−1, donc |Ad ||α|d−1 H(f )|f |d−2 et
|Bd−1|H(f )|f |d−2.
Enfin, Bd = Adαd + · · · + A0, et comme Adf d + · · · + A0 = 0, on a donc
Bd = Ad
(
αd − f d)+ · · · + A1(α − f )
d’où |Bd | = max1jd (|Aj ||f |j−1)H(f )|f |d−2 comme ci-dessus. 
Corollaire 2. Si f = a1 + 1/a2 + · · · + 1/(an−1 + 1/fn) est algébrique de degré d , alors
fn est algébrique de degré d et H(fn) q(d−2)r(a1,...,an−1)H (f ).
Il est à noter que dans le cas particulier d = 2, le Lemme 1 redonne immédiatement la
périodicité ultime du développement en fraction continue d’un élément quadratique lorsque
le corps de base K est fini (il n’y a qu’un nombre fini de restes).
Lemme 2 (Inégalité de Liouville). Soit f un élément algébrique de K((X−1)), de degré d ,
et de hauteur H . Si f = h, on a |f − h| 1/(|h|d−2|Qt |2d−1H 2).
La démonstration de ce lemme résulte des deux suivants :
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Aih + Bi .
Preuve. Cela résulte du fait que pour i  0, on a hi = λih + µi , où les coefficients λi et
µi satisfont aux formules de récurrence :
λi+1 = −Qt−1 − Pt
Qt
λi + µi, µi+1 = Pt−1
Qt
λi, λ0 = µ1 = 0, λ1 = µ0 = 1.
On en déduit que Qi−1t λi et Qi−1t µi sont des polynômes. 
Lemme 4. Soit P(Y ) ∈ K[X][Y ], irréductible, tel que P(f ) = 0. Si P(h) = 0, on a
|P(h)| 1/(Q2d−1t H ).
Preuve. D’après le Lemme 4, Qd−1t P (h) = Ah + B , où A et B sont des polynôme de
K[X]. Soit h′ le conjugué de h, on a |h′| = |Pt−1|/|Pt | < 1, donc 0 < |P(h′)|  H , et
comme Q2d−1t P (h)P (h′) = −A2Pt−1 − AB(Qt−1 − Pt) + B2Qt est un polynôme non
nul, on a |Q2d−1t P (h)P (h′)| 1, donc |P(h)| 1/(Q2d−1t H).
On peut maintenant démontrer le Lemme 2 : On peut supposer P(h) = 0, car sinon,
puisque f = h, on a f = h′, or puisque |h| > 1 et |h′| < 1, on a |h − h′|  |h|, donc
l’énoncé du lemme est bien satisfait dans ce cas. Pour la même raison, on peut supposer
|f − h| < |h|, donc |f | = |h|. Puisque P(f ) = 0, posant P(Y ) = AdY d + · · · + A0, avec
Ai ∈ K[X], on a |P(h)| = |P(h) − P(f )|  |f − h|max1id |Aif i−1|  H |h|d−2 ×
|f − h|, car |Adf d | = |Ad−1f d−1 + · · · + A0| et donc |Adf d−1|H |f |d−2. Ainsi |f −
h| 1/(|h|d−2|Qt |2d−1H 2). 
On peut maintenant établir :
Preuve du Théorème 3. On a en effet 0 < |f − h| < 1/Q2nt puisque Pnt /Qnt est un
convergent commun à f et à h. En comparant avec le Lemme 2, on en déduit |Qnt |2 <
|f |d−2|Qt |2d−1H 2. Comme degPnt = nr(a) et degQnt = nr(a)− degf , on obtient donc
2nr(a) < 2 logq H − (d − 1)degf + (2d − 1)r(a). 
Preuve du Théorème 1. Soient f = [
n1︷ ︸︸ ︷
a1, . . . , a1, . . . ,
ni︷ ︸︸ ︷
ai, . . . , ai, . . .], fi = [
ni︷ ︸︸ ︷
ai, . . . , ai,
ni+1︷ ︸︸ ︷
ai+1, . . . , ai+1, . . .] et hi = [ai, . . . , ai, . . .], comme f n’est pas ultimement périodique
alors fi = hi , pour tout i  1. Si f est algébrique de degré d et de hauteur H , on
applique le Théorème 3 à fi et hi . Le Lemme 1 assurant que fi est de degré d , et
logq H(fi) logq H(f ) + (d − 2)
∑i−1
j=1 nj rj , ce qui donne d’après le Théorème 3
2niri  2 logq H(f ) + 2(d − 2)
i−1∑
j=1
nj rj − (d − 1)degf + (2d − 1)ri,
ce qui contredit les hypothèses du Théorème 1. 
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si f est algébrique de degré d et de hauteur H , alors il existe n > d + logq H tel que la
suite (ak)k1 débute par U, . . . ,U︸ ︷︷ ︸
n fois
, or d’après le Théorème 3,
2nr(U) < 2 logq H − (d − 1)degf + (2d − 1)r(U) < 2 logq H + 2dr(U). 
Remerciements
Je tiens à remercier le rapporteur de mon article pour ses suggestions et ses critiques.
Je tiens à exprimer ma reconnaissance et mes vifs remerciements au Professeur Chris-
tian Mauduit et aux membres de L’IML.
Références
[1] E. Artin, Quadratische Körper im Gebiet der höheren Kongruenzen I, II, Math. Z. 19 (1924) 153–246.
[2] A. Baker, Continued fraction of transcendental numbers, Mathematika 9 (1962) 1–8.
[3] L.E. Baum, M.M. Sweet, Continued fraction of algebraic power series in characteristic 2, Ann. of Math. 103
(1976) 593–610.
[4] L.E. Baum, M.M. Sweet, Badly approximable power series in characteristic 2, Ann. of Math. 105 (1977)
573–580.
[5] H. Davenport, K.F. Roth, Rational approximations to algebraic numbers, Mathematika 2 (1955) 160–167.
[6] B. De Mathan, Approximations diophantiennes dans un corps local, Bull. Soc. Math. France Mémoire 21
(1970) 93.
[7] E. Maillet, Introduction à la théorie des nombres transcendants, Paris, 1906, Chapitre VII.
[8] M. Mkaouar, Continued fraction of transcendental numbers, Bull. Greek Math. Soc. 45 (2001) 79–85.
[9] W. Schmidt, On simultaneous approximation of two algebraic numbers by rationals, Acta Math. 119 (1967)
27–50.
[10] W. Schmidt, Approximation to algebraic numbers, Enseign. Math. 17 (1971) 187–253.
